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di Gianni Ferrari (gfmerid@gmail.com)

el 1770 il matematico e astronomo Tedesco Johann Heinrich Lambert ' pubblico sul volume di matematica
applicata Beytrage zum Gebranche der Mathematik und Deren Anwendung un capitolo in cul presentava
alcune note sulla meridiana analemmatica * (Fig. 1).

In queste note egli dava, per la prima volta, un semplice metodo per
% c l) t (i g ¢ : trgvare gli istanti dell’albg e del tramonto in una meridiana anal.emmaticg
X orizzontale e, senza darvi molto peso, accennava anche a quelli che oggi
C o sono noti con il nome di “Cerchi di Lambert” e che permettono di
P ’ risolvere in modo geometrico il problema accennato.
%at@tn‘at‘t Negli ultimi tempi diversi famosi gnomonisti (R. Rohr, Fred Sawyer,

Helmut Sonderegger, Fer de Vries, ecc.) hanno ripreso e fatto conoscere

sum Gebraudye

derent Q[‘Ilnl;tllblmg ' (semplificandolo) lo studio di Lambert, mentre Roger Bailey ha studiato
. ot | . un metodo molto semplice per giungere in modo approssimato allo stes-
] 0. Lambert. . so tisultato, inventando quelli che lui ha chiamato “Seasonal Markers” o

' Wit Rupfern. - “indicatori dell’alba e del tramonto™ .
Sweyter Theil _ Ho pensato di espotte in questo atticolo il sunto di questi lavori per farli

Rroepter Abfchnict. -

conoscere agli gnomonisti italiani, per spiegare le argomentazioni di
Lambert, per giustificare 'uso degli “indicatori” e indicare come sia pos-
sibile trovare la posizione di questi punti

\ — =t L’articolo di Lambert

ST : S - |

L dm Belag ter m;bmuns ber Dtealfrley Nell’articolo citato Lambert propone la Fig. 2, ricostruita dallo scrivente
' - in Fig. 4 per una localita con Latitudine di 30° .

Fig. 1 — La copertina del libro di Lambert Dopo aver dato indicazioni di come costruire Uellisse, indica il punto

calendariale G che si puo ottenere tracciando, a pattire dal fuoco F, un
segmento inclinato sull’asse maggiore di un angolo uguale alla declinazione solare & (v. Fig. 4).

! Johann Heinrich Lambert (1728 — 1777) matematico, fisico, astronomo e filosofo tedesco contemporaneo di Eulero, pioniere della
geomettia non euclidea. Fu il primo matematico a studiare le proprieta delle mappe conformi inventando sette nuovi metodi di proiezioni. In
fisica invento l'igrometro e pubblico, pet primo, un libro di fotometria, sulle proprieta della luce, sulla illuminazione e sull'ottica geometrica.
L’unita fotomettica per la misura della luminanza ha il suo nome (“Lambert”).

2 “Anmerkungen und Zusdtze zur Gnomoni¢” (Commenti e aggiunte di gnomonica) , Beytrige zum Gebrauche der Mathematik und Deren
Anwendung, Berlin, 1770, 3:314-362 plus Tables 3-5



Fig. 2 - La figura originale di Lambert

Disegna poi il segmento CK, di lunghezza uguale al

semiasse maggiore CB, prendendo l'angolo DCH

uguale allangolo orario ®, per trovare alla fine il

punto-ora H sull’ellisse.

L’angolo DGH ¢ quindi I'azimut del Sole. Qui affer-

ma, senza alcuna dimostrazione, che il segmento GH ¢

uguale al coseno dell’altezza del Sole nellora H, nel
giorno in cui la declinazione ¢ uguale a & * (NL-7/',

Infine, senza dimostrazione, come se la proprieta fosse

a tutti nota, Lambert scrive (Fig. 3) che :

- tracciando le normali allellisse passanti per il
punto G si ricavano il punto L, che indica I'ora
dell’alba, e il punto 1 che indica quella del
tramonto (Fig. 2) (NL-2);

- ipunti L 1, G e i due fuochi appartengono a un
cerchio (Fig. 3).

E questo quello che oggi viene chiamato cerchio di Lambert (NL-3).
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Fig. 3 — La spiegazione di Lambert

Qualche formula

Simboli e relazioni fra alcuni elementi di una meridiana analemmatica (Fig. 4):

¢ latitudine del luogo

H  punto-ora (ora H)

® angolo orario (all’ora H)

o anomalia eccentrica o0 =90" —®
Semiassi dell’ellisse a=A0

Equazione in coordinate cartesiane

‘ Coordinate cartesiane (x, y) di un punto H dell’ellisse:

x =a-sen(m)

Distanza dei Fuochi dal centro O

Spostamento dello Gnomone
Spostamento massimo dello Gnomone

Angolo DGH=Azimut di H

3 Bsattamente ¢ : cos(h) = GH / GL

tan(Az) =

declinazione del Sole alla data G

G punto-data
Az azimut (all'ora H)

b=CO =a-sen()
X2/32+y2/b2=1

y =a-sen(Q)-cos(m)
FO=F,0=+2"-b’ =a-cos(¢)

s=0G =a-tan(d)-cos(p)=FO-tan(d)
OG,; =a-tan(g)-cos(p)=FO-tan(e)

X _ sen(m)
y—s sen(Q)-cos(®)—cos(e)-tan(d)

* Le Note di Lambert che ho indicato con NL-1, NL-2, NL-3 sono spiegate nel testo dell’articolo.
> Sia nellarticolo di Lambert che in questo sctitto si considerano come istanti dell’alba e del tramonto quelli in cui il centro del disco solare

attraversa 'otizzonte senza tener conto della rifrazione.



sen(m)-cos(d)

da cui la nota relazione sen(Az) =
cos(h)
E immediato ricavare le lunghezze dei segmenti FG e GH:
FG=a-M . GH=a sen(®) =a'cos(h)
cos(d) sen(Az) cos(d)
¢ =30° Nord
6 =20° ?
11 12 13
10
B . of K A
5 19
L
C
Sud

Fig. 4 —La figura di Lambert ricostruita

Quindi al tramonto (punto-ora Hy) (Fig. 5) si ha h=0°

GHp=—*— dacui cos(h)=—H
cos(9d) GH;

che spiega il significato della affermazione nella nota (NL-7) di Lambert.

Si puo osservare che al tramonto ( e all’alba) valgono le relazioni:

cos() =—tan(@)-tan(d)  cos(Azy)=—sen(d)/ cos(®)

sen(Azp) cos () cos(Azy)  cos(8) tan(Azp) sen(Q)
sen(or) cos(@y)  sen(9) an(og)
0 =30° }

& =20° 11 12 13

Fig. 5 -1 punti dell’alba e del tramonto



I punti che indicano le ore del tramonto e dell’alba sono sulle normali all’ellisse dal punto-data G.

Per spiegare questa affermazione di Lambert - nota (NL-2) - consideriamo un punto qualsiasi H(x; , y;; ) sull’ellisse, la
tangente alla curva e la normale HG in tale punto(Fig. 0).
G ¢ il punto di intersezione della normale con I'asse minore.

Indicando al solito con (a, b) 1
semiassi dell’ellisse, dalla geome-
tria analitica si trova che I'equa-
zione della normale e le coordi-
nate del punto H sono date da:
2
Y~ Vu :a_z'y_H'(X_XH)
b xy

{XG,YG}={0, YH'[l_;_zj}

e quindi nel caso di una meri-
diana  analemmatica essendo
b =a-sen(Q) tisulta

Fig. 6 —La normale al punto del tramonto 5
Yo =~yu/tan’(9).

Se poi G & un punto-data risulta  y =a-cos(@)-tan(d) dacui v, =—a-cos(Q)-tan’(@)-tan(d)  che,
uguagliata alla y,; =a-sen(@)-cos(®y), da lanota relazione cos(®y;) = —tan(@)-tan(d).
Questa ci dice che I'angolo orario nel punto H ¢ uguale a quello del Sole al tramonto e quindi che la retta normale
all’ellisse per il punto—data G la incontra nel punto orario del tramonto.
Poiché non ¢ sempre facile tracciare geometricamente la normale all’ellisse passante per un punto G sul semiasse mi-
nore, indico un semplice metodo per trovarla ( Fig. 7, 8).
Prolungando il segmento GF sino alla verticale per I'estremo B dell’asse maggiore si trova il punto N con
GN =2/ cos(0). Poiché anche il segmento GH ha questa lunghezza, per trovate H ¢ sufficiente tracciare I'arco

GN sino ad incontrare Pellisse.

¢ =30° Nord
6 =20° ?

GN =GH =a/cos(d)

Fig. 7 Fig. 8 |

Fig. 7, 8 — Costruzione grafica pet trovare i punti dell’alba e del tramonto (G.F.)



Il cerchio di Lambert - vedi la precedente nota (NL-3).

In Fig. 9 si vede il cerchio di Lambert tracciato per la declinazione del Sole uguale a —20°.

(¢ =+30°
5 =-20°
Ha= 6h48m

op =77.87°
AZ1=66.74°
H=17h 11m

Nord

Fig. 9 -1l cerchio di Lambert

Per provate quanto affermato da Lambert trovo le intersezioni del cerchio, passante per i fuochi F e per il punto G,
con lellisse, utilizzando la costruzione di Fig. 10.

)

11/

G ¢ =+30°

8 =-20°

Yo = a-cos(e) / tan(25)

R, =FC_ =a-cos(p)/sen(25)
12 13

Fig. 10 —Centro e raggio del cerchio di Lambert

nate dei due punti cercati Hy e Hy: {

Xy = a-sen(Wy)

Yur = 2a-sen(P)-cos(®r)

Pellisse proprio nei punti-ora del tramonto e dell’alba.

La bisettrice del segmento
FG incontra I'asse minore
nel punto C; in cui si trova
il centro del cerchio di
Lambert il cui raggio ¢
uguale al segmento FC,. E
immediato  ricavare e
relazioni:

~_cos(9)

=0C; =a
)

Re =FC, =a -—COS((P)
sen(2-0)
Le equazioni del cerchio e

dell’ellisse sono:

2
2 y 2

X"+ > =a
sen’(¢)
2 2 _p2
X"+ (y=ye) =Rg da
cui, con alcuni passaggi, si
possono ricavare le coordi-

} che ci dicono che i cerchi di Lambert intersecano

Nella Fig. 11 sono tracciati i cerchi di Lambert per 1 giorni di inizio dei Segni zodiacali in una meridiana analemmatica

per latitudine 45°.



Fig. 11 — I cerchi di Lambert per i giorni di inizio dei Segni zodiacali

Punti indicatori dell’alba e del tramonto — Seasonal Markers

=45°

-1

Ib,gtb

Fig. 12 I punti dell’alba e del tramonto Fig. 13 - Particolare

Nel 2002 lo gnomonista statunitense Roger Bailey, partendo dalla osservazione che quasi sempre lo gnomone
verticale in una meridiana analemmatica ¢ una persona, ebbe I'idea di cercare se era possibile trovare sia la direzione
verso cui l'osservatore deve guardare per trovare 'ora del tramonto, sia quella in cui trovare, sull’otizzonte, la cor-
rispondente posizione del Sole °.

Nella sua ricerca, descritta in un articolo presentato alla Conferenza annuale della NASS 7, Bailey dopo aver tracciato

¢ Anche se in questo articolo mi rifetisco soltanto al tramonto, ovviamente i ragionamenti possono essete tipetuti anche per la ricerca dell’ora
e dell’Azimut dell’alba.

7 Larticolo Seasonal Markers for Analemmatic Sundials, ¢ stato pubblicato in The Compendium — Journal of the North American Sundial
Society, Sep 2003, 10(3):1-7.



1 segmenti che dalla posizione dello gnomone in diverse epoche dell’anno raggiungono gli istanti del tramonto sulla
ellisse, si accorse che questi segmenti intersecavano I’asse maggiore in punti tutti fra loro molto vicini (Fig. 12, 13).

Si rese quindi conto che, scegliendo opportunamente un punto M (marker), posto all'incirca al centro dell’insieme dei
punti trovati, era possibile indicare all’osservatore la direzione verso cui guardare per trovare 'ora del tramonto (Fig.
14) .

Bailey ha dato a questi punti il nome di Seasonal Markers o punti indicatori (dell’alba e del tramonto).

.A,  Direzione del Sole N?d Azimut del Sole ¢ =30°
1@5 al Tramonto al Tramonto 6 =20°

y 11 12 13

14

Osservatore

v

A Ora

" Tramonto
19

M+

Marker A Marker T

Fig. 14 —Come utilizzare i SeasonalMarkers

La ricerca dei “punti indicatori”

Il criterio per trovare la posizione migliore ove potre 1 punti indicatoti ¢ il seguente:

- sifissa un possibile punto indicatore M ;

- sisceglie un punto-data G (ove si trovano i piedi dell’osservatore);

- sicalcola la direzione della semiretta che da G atriva all’'ora del tramonto e quella della semiretta passante per G
e M e si trova lo scostamento fra queste due direzioni.
Questo scostamento ¢ in pratica errore che 'osservatore commette prendendo come ora del tramonto quella
che puo vedere guardando nella direzione del punto indicatore M.

- Conlo stesso punto M si ripetono 1 passaggi indicati cambiando il punto-data G da un estremo all’altro. Cosi si
trovano i valori minimo e massimo degli scostamenti che si hanno con il punto M scelto.

- Siripetono le operazioni cambiando la posizione di M.

La posizione piu opportuna dei punti Marker ¢ quella ove si hanno scostamenti minimi nelle direzioni sopra ricordate,
cio¢ dove risultano minori gli errori nella individuazione dell’ora del tramonto.

Per la ricerca sopra descritta la posizione del punto M , e quindi la sua distanza dal centro dell’ellisse (xy;), puo essere
scelta in modi diversi.

In questo studio o seguito questo metodo: fissato un valote della declinazione Sy del Sole, ¢ quindi del punto-data G,
si prende come M il punto intersezione del segmento che da G arriva all’istante del tramonto nella data considerata,
con I'asse maggiore dell’ellisse.

In Fig. 15 sono riportate le curve degli “errori” (in gradi) fra la direzione in cui osservatore vede il Marker e quella
verso l'ora del tramonto per una localita con latitudine 45°, con punti marker M individuati da diversi valore di .
Come si puo vedere come il valore “preferibile” di M si a prendendo 8,,=20° citca (cutva rossa) con un massimo
scostamento (errote nella direzione) di circa 0.8°.

Pet valori di & maggioti (cutva verde) o minoti (curva blu) gli errori massimi, per ¢=45°, aumentano (tispettivamente
1.2° e 1.5° circa)



odi Brrore allineamento con Marker - casi §=17.5°, 20.5°, 23.5° - Lat. 45°
gradi
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Fig. 15 —I punti dell’alba e del tramonto

Si puo verificare che con valori di Latitudine da 35° a 50° il valore ottimale di 8,; ¢ compreso fra 20.27° e 20.29°. Nel
suo studio Bailey consiglia il valore §,,=20.2° .

All'aumentare della latitudine I'errore di allineamento massimo aumenta come ¢ indicato nel grafico di Fig. 16.

gadi Errore allineamento massimo al variare della Latitudine
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Fig. 16 —I punti dell’alba e del tramonto

La posizione dei “punti indicatori”

Si puo facilmente dimostrare ce la distanza di x,; per 8=9,; ¢ data da

2
tan
quindi prendendo §,,=20.28° si ha la formula empirica : |x; =2~ cos” (@) 4 [1- a7—§(p)

Nella fotografia una meridiana analemmatica con segnati i Seasonal Markers realizzata da Renzo Righi in localita
Bargi , Comune di Camugnano, nell’estate 2014. Semiasse maggiore 190 cm., Latitudine 44.132°, ora dell’alba al
Solstizio 4 20m.




Si possono vedere il Marker dell’alba e la parte dei cerchi di Lambert relativi al Solstizio estivo che dal Fuoco arrivano
all’ellisse.

-

Fig. 17 -1 punti dell’alba ¢ del tramonto
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